L3 MTH1610
Université Bretagne Sud
2015-2016

Correction de la question 1 de ’exercice 4 du TD n°2

Soit f une application de R? dans R, de classe €*. On effectue le changement de variable en
coordonnées polaires en définissant

g: R xR — R
(r,0) +—  f(rcos(f),rsin(0)).

Justifier que g est €' sur R% X R et calculer ses dérivées partielles en fonction de celles de f.

On pose
h: RY xR — R
(r,0) +— (rcos(0),rsin(0)),
alors g = f o h est une fonction ¢! comme composée de fonctions €*. De plus par la formule de
composée de fonctions différentiables, on a

V(ki, ko) €R?, dig)g(ki, k2) = digro) f (d(r,e)h(kb k2)) : (1)

Calculons la différentielle de h. Puisque
Oh [ cos(8) Oh [ —rsin(0)
E(r’ 0) = (sin(&)) ot %(T’ 6) = < rcos(f) |’
On en déduit a I’aide de la formule donnant la différentielle en fonction des dérivées partielles que,

cos(0)ky — rsin(ﬁ)]@) '

sin(0)ky + r cos(8) ks

Oh oh
d(r’g)h(k‘l,kg) = 5(7‘, (9) x k1 + %(T, 9) X kg = (

En réinjectant cette formule dans (1),
V(k1,k2) €R?, drgyg(k1, k2) = dir cos(8) s sino)) f (cos(0)k1 — rsin(0)ka, sin(0)ky + r cos(0)ks) .

D’autre part, puisque l'on a également (formule de la différentielle en fonction des dérivées par-
tielles), d(, ) f(u,v) = %(m,y) X U+ g—i(:v,y) x v, on en déduit avec x = rcos(f), y = rsin(h),
u = cos(0)ky — rsin(0)ks et v = sin(0)k;1 + r cos(0) ks que pour tout (k1,ks) € R

dr0)9(k1, k) = g‘;(r cos(f),rsin(0)) x (cos(f)k; — rsin(0)ks)

+ g“;(r cos(#),rsin(0)) x (sin(@)k1 + r cos(0)ka)

= (cos(&)g‘i(r cos(#),rsin(0)) + sin(@)gi(r cos(0), Tsin(H))) kq

+ (—7" sin(ﬁ)g‘;(r cos(#),rsin(0)) + rcos(@)gi(r COS(H)J“Sin(H))) ka.

Puis comme %(r cos(0),rsin(0)) = d(,9)9(1,0) et %(r cos(0),sin(0)) = d(, 9)9(0,1), en conclut

que,

dg . of . o Of .
o (rcos(0),rsin(f)) = cos(0) 32 (rcos(),rsin(f)) + sin(0) 3 (r cos(0),rsin(6))
dg . o Of : of .

2 (rcos(),rsin(f)) = —rsin(f) 92 (rcos(0),rsin(f)) + rcos(0) 3 (rcos(0), rsin(0)).



